Recursao - Relembrando

MC102 — Aula 22
Recursao |l

Instituto de Computa¢do — Unicamp )
@ Defini¢des recursivas de funcbes s3o baseadas no principio

5 de Junho de 2012 matematico da indugdo que vimos anteriormente.

@ A idéia é que a solugao de um problema pode ser expressa da seguinte
forma:

» Definimos a solug¢do para os casos basicos;
» Definimos como resolver o problema geral utilizando solu¢des do
mesmo problema sé que para casos menores.
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Roteiro Célculo de Poténcias
@ Recursio — Relembrando
@ Cilculo de Poténcias Suponha que queiramos calcular x” para n inteiro positivo. Como calcular

de forma recursiva?

© Soma de um Vetor

@ Exercicio
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Calculo de Poténcias Calculo de Poténcias

Suponha que queiramos calcular x" para n inteiro positivo. Como calcular Suponha que queiramos calcular x” para n inteiro positivo. Como calcular
de forma recursiva? de forma recursiva?
@ Vamos olhar um exemplo: 2* @ Vamos olhar um exemplo: 2*

e 2% = 2 %23 < subdividimos o problema

° 23 = 2 % 22 « subdividimos o problema
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Calculo de Poténcias Calculo de Poténcias
Suponha que queiramos calcular x" para n inteiro positivo. Como calcular Suponha que queiramos calcular x” para n inteiro positivo. Como calcular
de forma recursiva? de forma recursiva?
@ Vamos olhar um exemplo: 24 @ Vamos olhar um exemplo: 2*
e 2% = 2% 23 < subdividimos o problema o 2% = 2 %23 < subdividimos o problema
° 23 = 2 % 22 « subdividimos o problema
° 22 = 2 % 21 « subdividimos o problema
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Calculo de Poténcias Calculo de Poténcias

Suponha que queiramos calcular x" para n inteiro positivo. Como calcular
de forma recursiva?

A o n o .
o Vamos olhar um exemplo: 2 Agora vamos pensar a poténcia x”, para n inteiro positivo, de forma

L enérica. Como calcular de forma recursiva?
e 2% = 2% 23 < subdividimos o problema &

° 23 = 2% 22 < subdividimos o problema

° 22 = 2 % 2! « subdividimos o problema

° 2! = 2 %29 «< subdividimos o problema
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Calculo de Poténcias Calculo de Poténcias

Suponha que queiramos calcular x" para n inteiro positivo. Como calcular
de forma recursiva?

o Vamos olhar um exemplo: 2% Agora vamos pensar a poténcia x”, para n inteiro positivo, de forma
. enérica. Como calcular de forma recursiva?
e 2% = 2% 23 < subdividimos o problema gn )
x" é:

° 23 = 2% 22 < subdividimos o problema

@ 1sen=0.

22 = 2 % 2! « subdividimos o problema

2! = 2 %20 «< subdividimos o problema

20 = 1 «< Agora sabemos dar
uma resposta para o problemal!!ll Temos a base!
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Calculo de Poténcias Calculo de Poténcias

long pot(long x, long n){

Agora vamos pensar a poténcia x”, para n inteiro positivo, de forma if(n == 0)
genérica. Como calcular de forma recursiva?
x" é:

@ 1sen=0.

@ xx"~1 caso contrério.
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Calculo de Poténcias Calculo de Poténcias

long pot(long x, long n){ long pot(long x, long n){

if(n == 0)

return 1;
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Calculo de Poténcias

long pot(long x, long n){
if(n == 0)
return 1;

else
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Calculo de Poténcias

long pot(long x, long n){

if(n == 0)
return 1;
else

return x*pot(x,n-1);
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Calculo de Poténcias

Neste caso a soluc3do iterativa é mais eficiente.

long pot(long x, long n){
long p = 1, i;
for( i=1; i<=n; i++)

pP=pP*Xx;
return p;
}
@ O laco é executado n vezes
@ Na solucdo recursiva sdo feitas n chamadas, mas tem-se o custo
adicional para criagdo/remocao de varidveis locais na pilha.
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Calculo de Poténcias

Mas e se definirmos a poténcia de forma diferente:
né:
e Caso bésico:

» Se n =0 entdo x" = 1.

X

Note como no caso geral definimos a solucao do caso maior em termos de
Casos menores.

5 de Junho de 2012 9/39

7/39 (Instituto de Computacdo — Unicamp) MC-102



Calculo de Poténcias

Mas e se definirmos a poténcia de forma diferente:

mé:

X
@ Caso basico:

» Se n=0entdo x" = 1.
e Caso Geral:

» Se n> 0 e é par, entdo x" = (x"/?)2.

» Se n> 0 e é impar, entdo x" = x(x("~1)/2)2,

Calculo de Poténcias

Este algoritmo é mais eficiente do que o iterativo. Por que? Quantas
chamadas recursivas o algoritmo pode fazer?

long pot(long x, long n){
double aux;
if(n == 0)
return 1;

else if(n%2 == 0){ //se n é par
aux = pot(x, n/2);
return aux * aux;

¥

Note como no caso geral definimos a solucdo do caso maior em termos de

CasosS menores.
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Calculo de Poténcias
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Calculo de Poténcias

Este algoritmo é mais eficiente do que o iterativo. Por que? Quantas Este algoritmo é mais eficiente do que o iterativo. Por que? Quantas

chamadas recursivas o algoritmo pode fazer?

long pot(long x, long n){
double aux;
if(n == 0)
return 1;
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chamadas recursivas o algoritmo pode fazer?

long pot(long x, long n){
double aux;
if(n == 0)
return 1;

else if(n%2 == 0){ //se n é par
aux = pot(x, n/2);
return aux * aux;

3

else{ //se n é impar
aux = pot(x, (n-1)/2);
return x*aux*aux;

}
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Célculo de Poténcias - executando um exemplo na pilha: 2*  Célculo de Poténcias - executando um exemplo na pilha: 2*

°
°

o 2! < if impar
°

o 22 « if par

°

24 < if par o 2% < if par

O
)]
I
n
!

DA m] = =
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Calculo de Poténcias - executando um exemplo na pilha: 24 Calculo de Poténcias - executando um exemplo na pilha: 2*

20 < resolve: retorna 1

° °

° °

° o 2! < if impar
° °

o 22 « if par o 22 « if par
° °

o 2% « if par o 2% « if par
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Calculo de Poténcias - executando um exemplo na pilha: 2*  Célculo de Poténcias - executando um exemplo na pilha: 2*

o 2! « if impar (aux=1 da solucdo anterior; resolve
(x % aux * aux =2+ 1% 1) e retorna 2)

°
e 22 < if par
° e 2* « if par (aux=4 da solugdo anterior; resolve (aux * aux = 4 * 4) e
(*]

24 < if par retorna 16 que é a solugio final!)
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Calculo de Poténcias - executando um exemplo na pilha: 2*  Célculo de Poténcias

° @ No algoritmo anterior a cada chamada recursiva, o valor de n é
° dividido por 2. Ou seja, a cada chamada recursiva, o valor de n decai
° para pelo menos a metade.
° e Usando divisGes inteiras faremos no maximo [(log, n)| + 1 chamadas
e 22 « if par (aux=2 da solug3o anterior; resolve (aux * aux =2 *2) e recursivas.

retorna 4) » Lembram da curva log?
o

@ Enquanto isso, o algoritmo iterativo executa o laco n vezes.

e 2% < if par
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Vamos verificar isso! Alg. versio 1 para 2°

long pot(long x, long n){

if(n == 0)
return 1;
else

return x*pot(x,n-1);

3

29 5028 o7 4026 4,05 _y04 03 492

@ Fizemos 10 chamadas
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Vamos verificar isso! Alg. versio 2 para 2°

long pot(long x, long n){
if(n == 0)
return 1;
else if(n%2 == 0){ //se n é par
double aux = pot(x, n/2);
return aux * aux;

}

else{ //se n é impar
p = pot(x, (n-1)/2);
return x*aux*aux;
}
}

20 =52t 522 52t 520

— 2l 500
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e Fizemos 5 chamadas = [(log,9)] +1 = [(2k =9)] + 1

o [(logy n)] +1
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Recursao com varias chamadas

@ N3o ha necessidade da funcdo recursiva ter apenas uma chamada
para si prépria.

@ A funcdo pode fazer varias chamadas para si prépria.

@ A funcdo pode ainda fazer chamadas recursivas indiretas. Neste caso
a funcdo 1, por exemplo, chama uma outra funcdo 2 que por sua vez
chama a funcao 1.

@ Como assim? O algoritmo n3o vai “se perder” com tantas chamadas?

» Nao!llIH Por que?
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Recursao com varias chamadas

@ N3o ha necessidade da fung¢do recursiva ter apenas uma chamada
para si prépria.

@ A funcao pode fazer véarias chamadas para si prépria.

@ A funcdo pode ainda fazer chamadas recursivas indiretas. Neste caso
a funcao 1, por exemplo, chama uma outra funcdo 2 que por sua vez
chama a funcao 1.

@ Como assim? O algoritmo n3o vai “se perder” com tantas chamadas?

» O que é usado para “controlar” a sequéncia de execu¢do de um
programa?
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Recursao com varias chamadas Soma de um vetor

@ N3o h3 necessidade da func3o recursiva ter apenas uma chamada @ Dado um vetor, vamos definir S(i, n) como a soma de n elementos a
para si prépria. partir da posicao i.
@ Com isso temos a seguinte definicao recursiva para a soma dos

~ . . - elementos de um vetor:
@ A funcao pode ainda fazer chamadas recursivas indiretas. Neste caso . . .
» Se n=1 entdo S(i,n) = v[i].

a fungdo 1, por exemplo, chama uma outra fungdo 2 que por sua vez » Se n>1entdo S(i.n) = S(i. [n/2]) + S(i + [n/2], [n/2]).
chama a fungdo 1.
@ Como assim? O algoritmo ndo vai “se perder” com tantas chamadas?

@ A funcdo pode fazer varias chamadas para si propria.

» Naollllllll Por que?
» O que é usado para “controlar’ a sequéncia de execucdo de um
programa?
» Pilhallltin
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Soma de um vetor Soma de um vetor
@ Dado um vetor, vamos definir S(i, n) como a soma de n elementos a e Dado um vetor, vamos definir S(i,n) como a soma de n elementos a
partir da posicao i. partir da posicao i.
@ Com isso temos a seguinte definicdo recursiva para a soma dos @ Com isso temos a seguinte definicdo recursiva para a soma dos
elementos de um vetor: elementos de um vetor:
» Se n =1 entdo S(i,n) = vl[i]. » Se n=1 entdo S(i,n) = v[i].

» Se n>1entdo S(i,n) =S(i,[n/2])+ S(i+ [n/2],|n/2]).
@ Observacoes
» n=1[n/2]+ |[n/2].
» Dada uma posicdo i e quantidade x = [n/2] de elementos incluindo x,
a préxima posicdo a ser considerada sera (i + x).

@ Para computarmos a soma de todos os elementos de um vetor com n
elementos, devemos calcular 5(0, n).
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Soma de um vetor Soma de um vetor

O cédigo recursivo segue abaixo. Basta implementarmos fun¢des para

calcular o teto e o chao da divisdo de dois nlimeros. . - -
@ Abaixo temos um exemplo de execu¢do da fungdo para o vetor v=[1,

int soma(int v[], int i, int n){ 2,1,4,35,3,2].
if(n == 1) @ Ha uma indicacdo da ordem em que ocorrem as sucessivas chamadas
return v[i]; recursivas.
else{

@ Em cada balao é apresentado apenas a parte do vetor que esta sendo

return soma(v, i, teto(n,2)) + considerada pela funcido naquele momento.

somalv, itteto(n,2), chao(n,2)); @ A chamada da fun¢do deve ser: somar(v, 0, 8).

}
}
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Soma de um vetor Soma de um vetor

v=(1,2,1,4,3,5,3,2)
i=0

int teto(int numerador, int denominador){ n=g
if (numerador % denominador == 0) //se divisdo for inteira

return (numerador/denominador) ;

V=(1,2,1,4)
else i=0

return (numerador/denominador + 1); n=4

int chao(int numerador, int denominador){
return (numerador/denominador) ;

¥ = = V=4 V=(3) V=(5) =(3) V=(2)
(= i = i i=3 i=4 i=5 i=6 i=7
n= n= n=1 n=
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E na pilha? E na pilha?

°
°
°
°
°
°
° @ v(1); i=0e n=1 <« retorna v[0]=1
° o v(12);i=0en=2 + 1
° o v(1,214);i=0en=4 + 11
°

v(1,2,1,4); i=0en=4
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E na pilha? E na pilha?
o
(*]
]
(]
o
(*]
° _ | o v(1,2);i=0en=2 retorno v(1)= 1 + chamada para v(2)
o v(12);i=0en=2 . o v(1,21,4); i=0en=4 I

o v(1,214),i=0en=4 + 1l
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E na pilha? E na pilha?

°
°
°
°
@ v(2); i=1en=1 <« retorna v[1]=2 °
o v(12);i=0en=2 retorno v(1)= 1 + chamada para v(2) ° _
o v(1,214): i=0en=4 ! e retorno v(1,2) = 3 + chamada v(1,4) i=2en=2

o v(1,214);i=0en=4 I
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E na pilha? E na pilha?
° °
° °
° °
e v(1,2); i=0en=2 retorno v(1)= 1 + retorno v(2) = 2 — 142 o v(1) i=2en=1 retorna v[2]=1
= 3 retornado e retorno v(1,2) = 3 + v(l4)i=2en=2
o v(L,214);i=0en=4 I o v(1,21,4);i=0en=4 I

(Instituto de Computagdo — Unicamp) (Instituto de Computagdo — Unicamp)



E na pilha? E na pilha?

° °
° °

° °

° °

@ retorno v(1,2) = 3 + retorno v(1) = 1 + chamada v(4) o Vv(12)=3+v(14)=1+4=5—3+5=8 — retorna 8
o v(1,214),i=0en=4 1 o v(1,214);i=0en=4 I
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E na pilha? E na pilha?
°
°
° °
° °
e v(4) i =3 e n=1 retorna v[3]=4 o
@ retorno v(1,2) = 3 + retorno v(1) = 1 + chamada v(4) o V(12,14): i=0en=—4 3

o v(1,214),i=0en=4 1
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Exercicio

@ Defina de forma recursiva a busca binaria.

@ Escreva um algoritmo recursivo para a busca bindria.
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